
บทที่ 3

เมทริกซและระบบสมการเชิงเสน

ปญหาพื้นฐานที่เราพบบอยๆ อยางหนึ่งก็คือ การแกสมการเชิงเสนที่มีหลายสมการและ
หลายตัวแปร (ตัวไมทราบคา) ซึ่งเรียกวา ระบบสมการเชิงเสน (system of linear equations) มี
m สมการ และมีตัวแปร n ตัว ดังนี้

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

... (3.1)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

คา (x1, x2, . . . , xn) ที่สอดคลองกับสมการทุกสมการ เราเรียกวาเปน คำตอบ หรือ ผลเฉลยของ
ระบบสมการ ระบบสมการอาจมีผลเฉลยเดียว หลายผลเฉลย หรือ ไมมีผลเฉลยก็ได ดังตัวอยางตอ
ไปนี้

ระบบสมการ

2x1 + x2 = 4

x1 − x2 = −1

มีเพียงผลเฉลยเดียว คือ x1 = 1 และ x2 = 2 ลองแทนคาในระบบสมการจะพบวา

2(1) + (2) = 4 เปนจริง
1− 2 = −1 เปนจริง

ซึ่งเปนจริงทั้งสองสมการ (ถาแทนคาแลวมีบางสมการไมเปนจริง จุดนั้นจะไมใชผลเฉลย)
ในทางเรขาคณิต เราเขียนแทนสมการที่มีสองตัวแปรดวยเสนตรง เรามีสองสมการก็คือ

มีเสนตรงสองเสน จุดที่เสนตรงทั้งสองเสนนั้นตัดกันจะเปนผลเฉลยของระบบสมการเพราะวาจุดนั้น
สอดคลองกับทั้งสองสมการ

สำหรับสมการที่มีสองตัวแปร ถาระบบสมการประกอบดวยสมการเดียว จุดทุกจุดบนเสน
ตรงจะสอดคลองกับสมการ นั่นคือ เราไดผลเฉลยหลายผลเฉลย ถาระบบสมการประกอบดวยสอง
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สมการ หากเขียนเปนเสนตรง ถาเสนตรงสองเสนนั้นตัดกันก็แสดงวามีผลเฉลยเดียวคือจุดตัดที่เสน
ตรงตัดกัน ถาเสนตรงสองเสนนั้นขนานกันและไมทับกันก็แสดงวาระบบสมการไมมีผลเฉลย ถาเสน
ตรงสองเสนทับกันเปนเสนเดียวก็แสดงวาระบบสมการมีหลายผลเฉลย ในกรณีที่สมการมีสองตัวแปร
แตระบบสมการประกอบดวยสามสมการหรือมากกวา ถาเสนตรงทั้งหมดตัดกันที่จุดเดียวก็แสดงวา
ระบบสมการนั้นมีผลเฉลย แตโดยทั่วไป ถาระบบสมการมีจำนวนสมการมากกวาจำนวนตัวแปรเรา
มักคาดวาระบบสมการนั้นไมมีผลเฉลย

3.1 เมทริกซและเวกเตอร
เพื่อความสะดวกในการกลาวถึงระบบสมการเชิงเสน จะกลาวถึงสัญลักษณที่ใชเขียนแทน

ระบบสมการคือ เมทริกซ (matrix) และกลาวถึงสมบัติที่สำคัญที่จะนำไปใช
เมทริกซเปนจำนวนที่เขียนอยูในรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก เราใชอักษรตัวพิมพใหญแทนเมทริกซ

เชน

A =

 1 −2 2

1 0 5

 , B =


2 1.1 0.5

2.2 2 3

5 5 1

 และ C =


1.4

0.2

3.2


เมทริกซประกอบดวย แถว (rows) และสดมภ (columms) ถาเมทริกซมีแถวm แถว และมี n สดมภ
เรากลาววาเปนเมทริกซขนาด m× n และเรียกวาเปน m× n เมทริกซ ถา m = n เราเรียกวาเปน
เมทริกซจัตุรัสอันดับ n (square matrix of order n) จากตัวอยางขางบนจะพบวา A เปน 2 × 3

เมทริกซ B เปนเมทริกซจัตุรัสอันดับ 3 (ขนาด 3× 3) และ C เปน 3× 1 เมทริกซ แตละจำนวนใน
เมทริกซ (อาจเปนจำนวนจริงหรือจำนวนเชิงซอน) เรียกวา สมาชิก (element) ของเมทริกซ เราใช
สัญลักษณ aij แทนสมาชิก (ของเมทริกซ A) ที่อยูในแถวที่ i และอยูในสดมภที่ j ดังตัวอยางขาง
บน a11 = 1 และ a23 = 5 เปนตน

เมทริกซที่มีแถวเดียวเราเรียกวา เวกเตอรแถว (row vector) เมทริกซที่มีสดมภเดียว เรา
เรียกวา เวกเตอรสดมภ (column vector) หรือ เวกเตอร เฉย ๆ เชน เมทริกซ C ดังขางบนเปนเวก
เตอร เราใชสัญลักษณตัวพิมพหนาแทนเวกเตอร เชน x = C เปนเวกเตอร สมาชิกในแตละตำแหนง
ในเวกเตอรเรียกวา สวนประกอบ (component) ของเวกเตอรนั้น

ในกรณีทั่วไป เราเขียนสัญลักษณแสดงเมทริกซและเวกเตอรดังนี้

เมทริกซ A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... · · ·

...
am1 am2 · · · amn


, เวกเตอร b =


b1

b2
...
bm


สำหรับเมทริกซ A อาจเขียนสั้นๆ ไดเปน A = [aij ]m×n
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การเทากันของเมทริกซ ให A = [aij ]m×n และ B = [bij ]m×n เปนเมทริกซที่มีขนาดเทากัน เรา
กลาววา เมทริกซ A เทากับเมทริกซ B เขียนแทนดวย A = B ก็ตอเมื่อ aij = bij ทุกคา i =

1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n กลาวคือ เมทริกซทั้งสองมีขนาดเทากันและมีสมาชิกที่อยูที่ตำแหนง
เดียวกันเทากัน

การคูณเมทริกซดวยจำนวนสเกลาร ใหA = [aij ]m×n และ c เปนจำนวน สเกลาร (scalar) (จำนวน
จริงหรือจำนวนเชิงซอน) ผลคูณ cA จะเปนเมทริกซที่ประกอบดวยสมาชิกของ A คูณกับ c คือ

cA = [caij ]m×n

การบวกและลบเมทริกซ ให A = [aij ]m×n และ B = [bij ]m×n ผลบวก (ลบ) ของ A กับ B จะ
เปนเมทริกซที่ประกอบดวยผลบวก (ลบ) ของสมาชิกที่อยูในตำแหนงเดียวกันของ A และ B คือ

A+B = [aij + bij ]m×n และ A−B = [aij − bij ]m×n

หมายเหตุ เมทริกซที่จะบวกหรือลบกันไดจะตองเปนเมทริกซที่มีขนาดเดียวกัน

ตัวอยาง 3.1.1 ให A =

 1 −3 0

5 2 1

 และ B =

 1 2 2

−2 0 3


จะได

A+B =

 1 + 1 −3 + 2 0 + 2

5− 2 2 + 0 1 + 3

 =

 2 −1 2

3 2 4


และ

3A−B =

 3− 1 −9− 2 0− 2

15 + 2 6− 0 3− 3

 =

 2 −11 −2

17 6 0
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การคูณเมทริกซกับเมทริกซ ให A เปน m × n เมทริกซ และ B เปน n × p เมทริกซ คือ A =

[aij ]m×n และ B = [bij ]n×p ผลคูณของ A กับ B เขียนแทนดวย AB เปนเมทริกซขนาด m× p ที่
ประกอบดวยสมาชิก ดังนี้

AB = [cij ]m×p เมื่อ cij =

n∑
k=1

aikbkj ทุกๆ i, j

หมายเหตุ ถาจำนวนสดมภของ A ไมเทากับจำนวนแถวของ B จะคูณกันไมได

ตัวอยาง 3.1.2 ให A =

 2 −2 5

3 3 1

, B =


3

4

5

 และ C =


−1 2

1 0

3 −2


จะได

AB =

 (2)(3) + (−2)(4) + (5)(5)

(3)(3) + (3)(4) + (1)(5)

 =

 23

26


และ

AC =

 (2)(−1) + (−2)(1) + (5)(3) (2)(2) + (−2)(0) + (5)(−2)

(3)(−1) + (3)(1) + (1)(3) (3)(2) + (3)(0) + (1)(−2)



=

 11 −6

3 4



สมบัติเกี่ยวกับการบวกลบและการคูณเมทริกซ ให a, b เปนสเกลาร A,B และ C เปนเมทริกซ
และสมมุติวาการบวก การลบและการคูณขางลางนี้เปนไปได เราจะไดสมบัติตอไปนี้

1) A+B = B +A

2) (A+B) + C = A+ (B + C)

3) a(A+B) = aA+ aB

4) (a+ b)A = aA+ bA

5) (A+B)C = AC +BC

6) A(B + C) = AB +AC

7) a(AB) = (aA)B = A(aB)
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8) A(BC) = (AB)C

หมายเหตุ AB อาจไมเทากับ BA

การดำเนินการเบื้องตนแบบแถว (elementary row operations) คือการดำเนินการแบบใดแบบ
หนึ่งใน 3 แบบดังตอไปนี้

1. สลับแถวที่ i กับแถวที่ j เขียนแทนดวย Ri ←→ Rj

2. คูณแถวที่ i ดวยจำนวนที่ไมเทากับศูนย เขียนแทนดวย kRi, k ̸= 0

3. คูณแถวที่ i ดวยจำนวนคงที่แลวนำไปบวกกับแถวที่ j โดยที่ i ̸= j เขียนแทนดวย kRi +Rj

3.2 การมีผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน
จากระบบสมการ (3.1) อาจเขียนในรูปเมทริกซได ดังนี้

Ax = b

โดยที่

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... · · ·

...
am1 am2 · · · amn


, x =


x1

x2
...
xn


และ b =


b1

b2
...
bm


เราเรียกเมทริกซ A วาเปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ เรียก x วาเปนเวกเตอรตัวไมทราบคา และเรียก b วา
เปนเมทริกซคาคงตัว เราสรางเมทริกซที่ประกอบดวย A และ b ดังนี้

[A : b]

เรียกวา เมทริกซแตงเติม (augmented matrix) ของระบบสมการ Ax = b

ทฤษฎีบท 3.2.1 สำหรับระบบสมการที่มีจำนวนตัวแปรเทากับจำนวนสมการ ถาเมทริกซสัมประสิทธิ์
มีตัวผกผันแลวระบบสมการมีผลเฉลยชุดเดียว

ตัวอยาง 3.2.1 ระบบสมการ
2x+ y = 4

x− y = −1
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ให x =

 x

y

 เขียนระบบสมการในรูปเมทริกซคือ Ax = b ไดเปน

 2 1

1 −1

 x

y

 =

 4

−1



เมทริกซ A =

 2 1

1 −1

 มีตัวผกผันคือ A−1 =

 1
3

1
3

1
3 −2

3

 ดังนั้นไดผลเฉลยเปน

 x

y

 =

 1
3

1
3

1
3 −2

3

 4

−1

 =

 1

2


คือ x = 1 และ y = 2 เปนผลเฉลยของระบบสมการ (มี 1 ผลเฉลย หรือ 1 ชุด)

แมวาการแกสมการโดยใชตัวผกผันคูณจะดูงาย แตเราก็ไมนิยมใชวิธีนี้ในการแกสมการ
ทั้งนี้เพราะการหาตัวผกผันของ A กระทำไดไมงายนักและการคูณเมทริกซตองใชแรงงานมาก นอก
จากนี้ ถาเมทริกซสัมประสิทธิ์ A เปนเมทริกซที่ไมมีตัวผกผัน ระบบสมการอาจมีหลายผลเฉลยหรือ
ไมมีผลเฉลยก็ได ปกติแลวเราใชวิธีอื่นในการหาผลเฉลยของระบบสมการ ซึ่งจะกลาวถึงตอไป

ระบบสมการบางรูปแบบหาผลเฉลยไดงาย และเราอาจแปลงระบบสมการใหอยูในแบบ
ที่หาผลเฉลยไดงาย โดยที่ระบบสมการใหมนั้นสมมูลกับระบบสมการเดิม

เมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป (reduced row echelon form) คือเมทริกซขนาด m× n ซึ่ง
อยูในรูปแบบดังนี้

1. สมาชิกตัวแรกของแถวที่ไมเปนศูนยเทากับ 1 เรียกสมาชิกตัวแรกนี้วา ตัวนำหนึ่ง

2. ถาตัวนำหนึ่งในแถวที่ i อยูในสดมภที่ j ตัวนำหนึ่งในแถวที่ i+ 1 จะอยูในสดมภที่ k > j

3. สมาชิกแถวอื่นในสดมภที่มีตัวนำหนึ่งจะเปนศูนย

ถามีสมบัติเพียงสองขอแรกเราเรียกวา เมทริกซขั้นบันไดแบบแถว ตัวอยางเชน

A =


1 0 0 −2 0 4

0 1 0 2 0 −2

0 0 1 −1 0 1

0 0 0 0 1 −1


, B =


1 −2 0 1 0

0 1 −3 0 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0


เมทริกซขั้นบันไดลดรูป เทริกซขั้นบันได
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ทฤษฎีบท 3.2.2 เมทริกซใดๆ สามารถที่จะแปลงเปนเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูปไดโดยการ
ดำเนินการเบื้องตนแบบแถวและเปนเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูปเพียงแบบเดียว

การดำเนินการหาผลเฉลย ในการหาผลเฉลยของระบบสมการ Ax = b วิธีการหนึ่งก็คือ เราจะใช
การดำเนินการเบื้องตนแบบแถวเปลี่ยนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการใหอยูในรูป เมทริกซขั้นบันได
แบบแถวหรือ เมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป ซึ่งเปนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการที่สมมูลกัน
เรามีขั้นตอนดังนี้

1. จากระบบสมการ Ax = b เขียนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการ B = [A : b]

2. ดำเนินการเบื้องตนแบบแถวกับเมทริกซแตงเติมจนกระทั่งไดผลลัพธเปนเมทริกซขั้นบันไดแบบ
แถว หรือเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป

3. เขียนผลเฉลยจากเมทริกซแตงเติมที่ได

ขั้นตอนวิธีดังกลาวมีชื่อวา วิธีตัดออกของเกาส (Gaussian elimination method) ถาในขั้นที่ 2 เปน
เมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป วิธีดังกลาวมีชื่อเฉพาะวา วิธีของเกาสและชอรดอง (Gauss-Jordan
method)

ทฤษฎีบท 3.2.3 ให [A : b] เปนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการ Ax = b และ [R : c] เปน
เมทริกซแตงเติมของระบบสมการ Rx = c ถา [R : c] เปนเมทริกซที่ไดจาก [A : b] โดยการดำเนิน
การเบื้องตนแบบแถว แลวระบบสมการ Ax = b กับระบบสมการ Rx = c จะมีผลเฉลยชุดเดียวกัน

ตัวอยาง 3.2.2 จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้

2x1 − 2x2 = 6

x1 + x2 − 2x3 = 0

2x1 + x2 + x3 = 2

วิธีทำ เขียนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการไดเปน

[A : b] =


2 −2 0

... 6

1 1 −2
... 0

2 1 1
... 2


ดำเนินการเบื้องตนแบบแถวกับเมทริกซนี้ จนกระทั่งไดเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป

1 0 0
... 13

8

0 1 0
... 11

8

0 0 1
... 1

8
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ดังนั้นจะไดผลเฉลยเปน
x1 =

13

8
x2 =

11

8
และ x3 = 1

8

เราอาจเขียนผลเฉลยไดงายๆ จากเมทริกซแบบอื่นๆ เชนเมทริกซสามเหลี่ยมดานบนและ
เมทริกซที่เมื่อทำการสลับแถวหรือสดมภแลวจะอยูในรูปเมทริกซสามเหลี่ยมดานบน ดังตัวอยาง
เมทริกซแตงเติมและผลเฉลยขางลาง 

2 3 1
... −6

0 −1 1
... 2

0 0 2
... −4


เขียนผลเฉลยไดเปน

z = −4

2
= −2

y =
2− z
−1

=
2 + 2

−1
= −4

x =
−6− 3y − z

2
=
−6 + 12 + 2

2
= 4

3.3 วิธีเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน
ในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรคำนวณหาผลเฉลยนั้นไมจำเปนตองใหได เมทริกซขั้น

บันไดแบบแถวลดรูปในเมทริกซสุดทาย การคำนวณหาผลเฉลยสามารถกระทำไดโดยงายจากเมทริกซ
สามเหลี่ยมดานบน (ถาทำโดยคอมพิวเตอร) เมทริกซสามเหลี่ยมดานบนไดมาในระหวางการดำเนิน
การเบื้องตนแบบแถวเพื่อใหไดเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูป ดังนั้นจึงใชแรงงานนอยกวา วิธีการ
ดังกลาวนี้มีชื่อวา วิธีตัดออกของเกาส (Gaussian elimination)

วิธีการซึ่งใชการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวนี้เราอาจเรียกวาเปน วิธีตรง ผลเฉลยที่ไดจะ
เปน ผลเฉลยที่แมนตรง (exact solution) ถาไมนับความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการปดเศษ เรามีวิธี
การที่จะลดความคลาดเคลื่อนนี้ใหนอยที่สุดโดยการเลือกตัวยืนในการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวซึ่ง
จะกลาวตอไป วิธีการหาผลเฉลยของระบบสมการอีกวิธีหนึ่งก็คือ การกระทำซ้ำเดิม วิธีการอยางหลัง
นี้จะไดผลเฉลยเพียงคาประมาณเทานั้น

วิธีตัดออกของเกาส เปนวิธีที่นิยมใชเปนวิธีตรง คือใชการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวกับเมทริกซ
แตงเติมของระบบสมการเพื่อใหกลายเปนเมทริกซขั้นบันไดแบบแถวแลวเขียนผลเฉลย วิธีการเปนดัง
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นี้ เราสมมุติวาระบบสมการมีจำนวนตัวแปรและจำนวนสมการเทากัน (คาดวาระบบสมการจะมีผล
เฉลยชุดเดียว) ใหเขียนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการคือ

[A : b]

ตอไปใชการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวพยายามทำใหเมทริกซแตงเติมมีลักษณะเปนเมทริกซขั้นบัน
ไดแบบแถว (หรือเกือบเปนขั้นบันไดแบบแถว ตัวนำไมจำเปนตองเปน 1) ในรูป [U : c] แลวเขียน
ผลเฉลยจากระบบสมการที่มี [U : c] เปนเมทริกซแตงเติม สรุปขั้นตอนวิธีไดดังนี้

1. เขียนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการเชิงเสน คือ

a11 a12 · · · a1n
... b1

a21 a22 · · · a2n
... b2

... ... · · ·
... ... ...

an1 an2 · · · ann
... bn


2. ใชวิธีการดำเนินการเบื้องตนแบบแถวกระทำกับเมทริกซแตงเติมขางบน จนกระทั่งได

เมทริกซ [A : b] อยูในรูปเมทริกซ (เกือบ) ขั้นบันไดแบบแถว คือ

u11 u12 · · · u1n
... c1

0 u22 · · · u2n
... c2

... ... · · ·
... ... ...

0 0 · · · unn
... cn


จากเมทริกซนี้เราสามารถเขียนระบบสมการและหาผลเฉลยไดงายโดยการแทนคายอนหลัง นั่นคือ
เขียนกลับเปนระบบสมการไดดังนี้

u11x1 + u12x2 + · · ·+ u1nxn = c1

u22x2 + · · ·+ u2nxn = c2

...
unnxn = cn

จากสมการสุดทาย หาคา xn ไดเปน
xn =

cn
unn

และจากสมการถัดขึ้นไป หาคา xn−1 โดยการแทนคา xn ที่ไดจากสมการสุดทาย และกระทำดังนี้ตอ
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ไป จะได

xn =
cn
unn

xn−1 =
cn−1 − un−1,nxn

un−1,n−1

...

x2 =
c2 − (u23x3 + u24x4 + · · ·+ u2nxn)

u22

x1 =
c1 − (u11x1 + u12x2 + · · ·+ u1nxn)

u11

มีขอแมวา uii ทุกตัวตองไมเปนศูนย เงื่อนไขจะเปนดังนี้
1. ถา uii ̸= 0 ทุกคา i = 1, 2, . . . , n แสดงวาระบบสมการมีผลเฉลย 1 ชุด

2. ถา uij = 0 และ ci ̸= 0 สำหรับ i บางคา และทุกคา j ≥ i แสดงวาระบบสมการไมมีผลเฉลย

3. ถา uij = 0 และ ci = 0 สำหรับ i บางคา และทุกคา j ≥ i และไมมีดังขอ 2 แสดงวาระบบ
สมการมีผลเฉลยจำนวนไมจำกัด

โดยวิธีการกระทำแบบแถวจะเริ่มจากสดมภแรก แลวเลือกสมาชิกตัวที่ไมเปนศูนยในสดมภ
(จะเปนตัวที่ทำใหสมาชิกอื่นในสดมภนั้นเปนศูนย) แลวสลับแถว จากนั้นดำเนินการเบื้องตนแบบแถว
เพื่อใหเปนเมทริกซขั้นบันไดแบบแถว แลวพิจารณาสดมภตอไปจนกระทั่งครบทุกสดมภ ยกตัวอยาง
เชน พิจารณาระบบสมการ

2x+ 4y − z = 7

x+ 2y − 2z = −1

3x− y + z = 4

เรามีสมการ 3 สมการและมีตัวแปร 3 ตัว ซึ่งคาดวาระบบสมการจะมีผลเฉลยเพียงชุดเดียว เขียน
เมทริกซแตงเติมไดเปน

R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

1 2 −2
... −1

3 −1 1
... 4


เราเขียนชื่อแถวไวดวย เพื่อความสะดวกในการอางถึง จุดประสงคของเราคือ ตองการทำใหเมทริกซ
อยูในรูปเมทริกซขั้นบันไดแบบแถว เนื่องจาก a11 ̸= 0 เราสามารถใชแถวที่หนึ่งไปทำใหสมาชิกใน
สดมภที่หนึ่งของแถวที่สองและแถวที่สามเปนศูนย กลาวคือเราดำเนินการเบื้องตนแบบแถวดังนี้

R2 := −
R1

2
+R2 หรือเขียนไดเปน a2j := −

a21a1j
a11

+ a2j , j = 1, 2, 3, 4
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R3 := −
3R1

2
+R3 หรือเขียนไดเปน a3j := −

a31a1j
a11

+ a3j , j = 1, 2, 3, 4

หลังจากกระทำแลวไดเมทริกซดังนี้
R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

0 0 −1.5
... −4.5

0 −7 2.5
... −6.5


แถวที่หนึ่งจะยังคงเดิม แตแถวที่สองและสามจะเปลี่ยนไป แถวที่หนึ่งที่เปนแถวหลักเพื่อใหแถวอื่นๆ
เปลี่ยนไปนี้เราเรียกวา แถวยืน (pivotal row) และสมาชิก a11 ซึ่งเปนตัวทำใหสมาชิกตัวอื่นเปน
ศูนยเราเรียกวา ตัวยืน (pivot element) ตอไปเราตองการใหสมาชิก a32 เปนศูนย ถา a22 ̸= 0 เรา
สามารถให a22 เปนตัวยืนเพื่อทำให a32 เปนศูนยได แตเนื่องจาก a22 = 0 ดังนั้นเราจึงใช a22 เปน
ตัวยืนไมได แตถาเราสลับแถวที่สองและแถวที่สามจะเห็นวา a22 ตัวใหม (คือ a32 ตัวเดิม) มีคาไม
เปนศูนยซึ่งจะเปนตัวยืนตัวใหมได ดังนั้นเราสลับแถวที่สองกับแถวที่สามไดเมทริกซใหมเปน

R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

0 −7 2.5
... −6.5

0 0 −1.5
... −4.5


ตอไปให a22 เปนตัวยืนเพื่อทำให a32 เปนศูนย ซึ่งในที่นี้ก็เปนศูนยอยูแลว จะเห็นไดวาเมทริกซที่
ไดเปนเมทริกซเกือบเปนขั้นบันไดแบบแถว (ทางดานซายของ : เปนเมทริกซสามเหลี่ยมดานบน) ซึ่ง
aii ̸= 0, i = 1, 2, 3 เขียนผลเฉลยโดยการแทนคายอนกลับ ไดผลเฉลยของระบบสมการเปน

z =
−4.5
−1.5

= 3

y =
−6.5− (2.5) z

−7
= 2

x =
7− 4y + z

2
= 1

3.4 เทคนิคการเลือกตัวยืน
3.4.1 การเลือกตัวยืนบางสวนและการปรับสเกล

ในการเลือกตัวยืนตามวิธีตัดออกของเกาสนั้น ตามทฤษฎีแลวการเลือกแถวใดเปนแถว
ยืนไมมีผลทำใหผลเฉลยเปลี่ยนแปลงตราบเทาที่ตัวยืนมีคาไมเปนศูนย แตในทางปฏิบัติถาตัวยืนมีคา
นอยมากจะทำใหการคำนวณในคอมพิวเตอรเกิดความคลาดเคลื่อนมาก ซึ่งทำใหไดผลเฉลยไมถูกตอง
ดังตัวอยางที่จะแสดงใหเห็นดังนี้
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พิจารณาระบบสมการ

−0.001x+ 1.00y = 1.00

1.00x+ 1.00y = 2.001

ระบบสมการนี้มีผลเฉลยเปน x = 1.00 และ y = 1.001

ถาให a11 = −0.001 เปนตัวยืน การคำนวณจะเปนดังนี้

a21 := 1.00− (1.00)(−0.001)
−0.001

= 0

a22 := 1.00− (1.00)(1.00)

−0.001
= 1001

b2 := 2.001− (1.00)(1.00)

−0.001
= 1002.001

สมมุติวาการคำนวณกระทำในระบบจำนวนจุดลอยฐานสิบ และใชตัวเลขแมนทิสซา 4 ตำแหนง (โดย
วิธีการตัด) จะได a22 = 0.1001× 104 และ b2 = 0.1002× 104 ดังนั้นสมการใหมจะเปน

−0.001x+ 1.00y = 1.00(
0.1001× 104

)
y = 0.1002× 104

คำนวณคา y ได
y =

0.1002× 104

0.1001× 104
= 0.1000× 101 = 1.00

แทนคา y ในสมการแรก ได x = 0 จะเห็นวาผลเฉลยคลาดเคลื่อนมาก
ถาเราสลับแถวเปน

1.00x+ 1.00y = 2.001

−0.001x+ 1.00y = 1.00

ให a11 เปนตัวยืน เมื่อคำนวณโดยใชจำนวนจุดลอยฐานสิบและใชแมนทิสซา 4 ตำแหนงเหมือนเดิม
จะได

1.00x+ 1.00y = 2.001

1.001y = 1.002

ได y = 1.00 เมื่อนำไปแทนคาในสมการแรก จะได x = 1.001 จะเห็นวาผลเฉลยที่ไดคลาดเคลื่อน
ไปเพียงเล็กนอย

จากตัวอยางจะเห็นวาการที่ตัวยืนมีคานอยอาจทำใหเกิดความคลาดเคลื่อนมาก การ
แกไขอาจทำไดโดยการเลือกตัวยืนเปนตัวที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในสดมภ เรียกวิธีนี้วา การเลือกตัว
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ยืนบางสวน (partial pivoting) แตการเลือกตัวยืนที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในสดมภเปนตัวยืนนั้นยัง
มีขอบกพรอง สมมุติวาถาเราคูณสมการแรกดวย −2000 ระบบสมการจะเปน

2.00x− 2000y = −2000

1.00x+ 1.00y = 2.001

ถาเลือกตัวยืนตามวิธีดังกลาวจะได a11 = 2.00 เปนตัวยืน หากเราคำนวณโดยระบบจำนวนจุดลอย
ฐานสิบ โดยใชแมนทิสซา 4 ตำแหนงอยางเดิม ผลที่ไดก็จะเหมือนครั้งแรก คือไดผลเฉลยเปน x = 0

และ y = 1.00 ซึ่งไมถูกตอง
การแกไขที่ทำไดก็คือ กอนที่จะเลือกตัวยืนตองทำการ ปรับสเกล (scaling) เสียกอน

โดยการหารแตละแถวดวยจำนวนที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในแถวนั้น (ตัวหารตองไมอยูในสดมภ b)
แลวจึงดำเนินการเลือกตัวที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในสดมภเปนตัวยืน วิธีการนี้เรียกวา วิธีปรับสเกล
และเลือกตัวยืนบางสวน (scaled partial pivoting) ในการปรับสเกลเราหาจำนวนที่มีคาสัมบูรณ
มากที่สุดในแตละแถวคือให

di = max {|ai1| , |ai2| , . . . , |ain|} , i = 1, 2, . . . , n

เรียก d =


d1

d2
...
dn


วา เวกเตอรสเกล (scale vector) การหารแตละแถวดวย di เราหารเฉพาะตัวที่

อยูในสดมภที่จะเลือกตัวยืน การหาเวกเตอรสเกลนี้ใหกระทำครั้งแรกครั้งเดียว ไมตองหาใหมอีกแมวา
หลังจากดำเนินการตามแถวแลวจำนวนในแถวจะมีคาเปลี่ยนไป การหาเวกเตอรสเกลใหมไมไดชวยให
ความคลาดเคลื่อนลดนอยลงเทาไรนักและไมคุมกับแรงงานที่เพิ่มขึ้น จะยกตัวอยางเพื่อแสดงการปรับ
สเกล ดังนี้ เมทริกซแตงเติมของระบบสมการคือ

2 4 −1
... 7

1 2 −2
... −1

3 −1 1
... 4

 จะได
d1 = 4

d2 = 2

d3 = 3

เวกเตอรสเกลคือ


4

2

3

 ในสดมภแรก หารดวยจำนวนในเวกเตอรสเกล ได 24 , 12 , 33 ไดวาอัตราสวน

ในแถวที่สามมีคามากที่สุด เลือกแถวที่สามเปนแถวยืน สลับแถว (กับแถวที่หนึ่ง) แลวดำเนินการตอ
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ไปไดวา 
2 4 −1

... 7

1 2 −2
... −1

3 −1 1
... 4

R3↔R1→


3 −1 1

... 4

1 2 −2
... −1

2 4 −1
... 7



R2:=R2− 1
3
R1→

R3:=R3− 2
3
R1


3 −1 1

... 4

0 2.3333 −2.3333
... −2.3333

0 4.6667 −1.6667
... 4.3333


เนื่องจาก คาสัมบูรณของแถวที่ 3 มากกวาคาสัมบูรณในแถวที่ 2 ดังนั้นจึงตองสลับแถวที่ 2 และ 3
ไดวา

R3↔R2→


3 −1 1

... 4

0 4.6667 −1.6667
... 4.3333

0 2.3333 −2.3333
... −2.3333



R3:=R3− 2.3333
4.6667

R2→


3 −1 1

... 4

0 4.6667 −1.6667
... 4.3333

0 0 −1.5000
... −4.4999


ไดผลเฉลยดังนี้

z =
−4.4999
−1.5000

= 2.9999

y =
4.3333 + 1.6667(2.9999)

4.6667
= 2.0000

x =
4 + 2.0000− 2.9999

3
= 1.0000

วิธีปรับสเกลและเลือกตัวยืนบางสวนนี้นับวาเปนวิธีที่ดี สามารถใชไดดีกับระบบสมการ
ทั่วไปที่มีขนาดไมใหญเกินไป เราอาจเลือกตัวยืนโดยเลือกจากสมาชิกของเมทริกซที่มีคาสัมบูรณมาก
ที่สุดเรียกวา การเลือกตัวยืนรวม (total pivoting) วิธีนี้ตองใชแรงงานมากและไมไดทำใหผลเฉลยดี
กวาการเลือกตัวยืนบางสวนมากนัก เราจึงไมนิยมใช

3.4.2 วิธีตัดออกโดยเลือกตัวยืนที่มีคามากที่สุดในแถว
วิธีนี้เราจะเลือกตัวสัมประสิทธิ์ที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในแถวเปนตัวยืน กลาวคือ เริ่ม

ตนจากแถวแรกใหเปนแถวยืน เลือกตัวที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดในแถวใหเปนตัวยืน ตอไปดำเนินการ
ตามแถวกับแถวถัดไปเพื่อทำใหสมาชิกในสดมภใตตัวยืนเปนศูนย การเลือกตัวยืนในแถวถัดไปก็กระ
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ทำเชนเดียวกัน เมื่อกระทำครบทุกแถวแลวก็จะเขียนผลเฉลยได ตัวอยางเชน พิจารณาระบบสมการ
ที่มีเมทริกซแตงเติมเปน

R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

1 2 −2
... −1

3 −1 1
... 4


ในแถวที่หนึ่ง มี a12 = 4 เปนสมาชิกที่มีคาสัมบูรณมากที่สุด เราเลือกเปนตัวยืน ตอไปเราดำเนินเบื้อง
ตนแบบแถวเพื่อใหสมาชิกใตตัวยืนเปนศูนย จะไดเมทริกซใหมเปน

R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

0 0 −1.5
... −4.5

7
2 0 0.75

... 5.75


ตอไปในแถวที่สอง เราเลือกสมาชิกที่มีคาสัมบูรณมากที่สุดคือ a23 = −3

2 เปนตัวยืน ดำเนินการกระ
ทำเพื่อใหสมาชิกอื่นใตตัวยืนเปนศูนย จะไดเมทริกซใหมเปน

R1

R2

R3


2 4 −1

... 7

0 0 −1.5
... −4.5

3.5 0 0
... 3.5


ในแถวที่สามซึ่งเปนแถวสุดทาย เขียนผลเฉลยไดเปน

x =
3.5

3.5
= 1

z =
−4.5
−1.5

= 3

y =
7− (2)(1) + (1)(3)

4
= 2

เราพบวา ถาสลับสดมภที่หนึ่งกับสดมภที่สองและสลับสดมภที่สองกับสดมภที่สาม จะ
ไดเมทริกซสามเหลี่ยมดานบน ผลเฉลยที่เขียนจากเมทริกซที่สลับสดมภแลวนี้จะสลับตัวไมทราบคา
ผลเฉลยที่ถูกตองก็ตองสลับตัวไมทราบคายอนกลับกับการสลับสดมภ

พิจารณาวิธีปรับสเกลและเลือกตัวยืนบางสวนเปรียบเทียบกับวิธีเลือกตัวยืนที่มีคาสัม
บูรณมากที่สุดในแถวแบบนี้ วิธีแบบหลังมีขอดีคือใชแรงงานนอยกวาเพราะวาไมตองคำนวณการปรับ
สเกลและไมตองหาจำนวนมากที่สุดในสดมภ สวนการกระทำอยางอื่นๆ มีจำนวนการกระทำพอๆ กัน
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3.5 ระเบียบวิธีซ้ำเดิมของเกาส-ไซเดล (Gauss-Seidel Iterative Method)
เราไดเคยกลาวถึงการกระทำซ้ำเดิมในการหาผลเฉลยของสมการที่มีตัวแปรเดียวมาแลวใน

บทที่ 2 วิธีการดังกลาวใชไดกับระบบสมการเชิงเสนที่มีหลายตัวแปรดวย วิธีการก็จะเปนแบบเดียวกัน
ดังนี้ พิจารณาระบบสมการที่มี n สมการและมี n ตัวแปร ดังนี้

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

ถา aii ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n เราจัดสมการใหมไดเปน

x1 =
b1 − a12x2 − · · · − a1nxn

a11

x2 =
b2 − a11x1 − · · · − a2nxn

a22

...

xn =
bn − a11x1 − · · · − an(n−1)xn−1

ann

(3.5.1)

เมื่อกำหนดคาเริ่มตนของ x1, x2, . . . , xn แทนคาทางขวามือจะไดคา x1, x2, . . . , xn ทางซายมือเปน
คาใหม เรานำคาที่ไดนี้ไปแทนทางขวามือตอไปอีกจะไดคาใหม ทำซ้ำดังนี้เรื่อยๆ จนกระทั่งไดวาคา
ใหมใกลเคียงกับคาเดิม ซึ่งแสดงวาคาจะลูเขาสูผลเฉลย หรืออาจเปนไปไดวามันจะไมลูเขาสูคาใดเลย

วิธีการดังขางบนเราเรียกวา ระเบียบวิธีซ้ำเดิมของยาโคบี (Jacobi iteration) ในการ
แทนคาวิธีนี้จะใชคาเดิมของ x1, x2, . . . , xn แทนในทุกสมการ เมื่อครบแลวจึงใชคาชุดใหมแทน
แตเราอาจแทนคาไดอีกวิธีหนึ่ง เรียกวา ระเบียบวิธีซ้ำเดิมของเกาส-ไซเดล (Gauss-Seidel itera-
tive method) กลาวคือ เราสามารถแทนคาทีละสมการ เรากำหนดคาเริ่มตน x2, . . . , xn แทนคา
ทางขวามือของสมการแรกจะไดคา x1 ใชคา x1 ที่ไดใหมนี้กับคา x3, . . . , xn ของเดิมแทนในสมการ
ที่สอง ไดคา x2 ตอไปใชคา x1, x2 ที่ไดใหมกับ x4, . . . , xn ของเดิมแทนในสมการที่สาม จะไดคา
x3 กระทำดังนี้เรื่อยๆ ไป

การเขียนระบบสมการ (3.5.1) อาจทำไดหลายแบบ เราอาจจะสลับสมการกอนที่จะเขียน
ระบบสมการ (3.5.1) หรือเราอาจสลับลำดับของ x1, x2, . . . , xn ก็ได เชนเราอาจหาคา x2 จาก
สมการแรก แลวหา x5 จากสมการที่สอง การเขียนระบบสมการ (3.5.1) ตางกันมีผลในแงที่วาทำให
วิธีการไดคาที่ลูเขาหาผลเฉลยหรือไม ถาระบบสมการมีผลเฉลยจะมีแบบใดแบบหนึ่งของระบบสมการ
(3.5.1) ที่จะไดคาลูเขาหาผลเฉลย ดังนั้นถาหากวิธีการไมไดผลเฉลยเราอาจสลับแถวแลวเขียนระบบ
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สมการ (3.5.1) ใหมอาจทำใหไดคาที่ลูเขาหาผลเฉลยได มีขอแนะนำในการจัดลำดับแถวของระบบ
สมการ คือพยายามจัดใหสมาชิกบนแนวทแยงหลักมีคามากที่สุด เชื่อกันวาการจัดแบบนี้จะทำใหการ
ลูเขาดีขึ้น

ตัวอยาง 3.5.1 จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ โดยระเบียบวิธีซ้ำเดิมของยาโคบีและระเบียบ
วิธีซ้ำเดิมของเกาส-ไซเดล

3x− y + z = 4

x− 2y = −3

x+ y − 2z = −3

วิธีทำ เขียนระบบสมการใหมไดดังนี้

x =
4 + y − z

3

y =
3 + x

2

z =
3 + x+ y

2

ใหจุดเริ่มตนคือ (0, 0, 0)

ระเบียบวิธีซ้ำเดิมของยาโคบี
รอบที่ 1

x =
4 + y − z

3
=

4 + 0− 0

3
= 1.33333

y =
3 + x

2
=

3 + 0

2
= 1.5

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0 + 0

2
= 1.5

ไดจุดใหมเปน (1.33333, 1.5, 1.5)

รอบที่ 2
x =

4 + y − z
3

=
4 + 1.5− 1.5

3
= 1.33333

y =
3 + x

2
=

3 + 1.33333

2
= 2.16667

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.33333 + 1.5

2
= 2.16667

ไดจุดใหมเปน (1.33333, 2.16667, 2.16667)
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รอบที่ 3
x =

4 + y − z
3

=
4 + 2.16667− 2.16667

3
= 1.33333

y =
3 + x

2
=

3 + 1.33333

2
= 2.16667

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.33333 + 2.16667

2
= 3.25

ไดจุดใหมเปน (1.33333, 2.16667, 3.25)

รอบที่ 4
x =

4 + y − z
3

=
4 + 2.16667− 3.25

3
= 0.97222

y =
3 + x

2
=

3 + 1.33333

2
= 2.16666

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.33333 + 2.16667

2
= 3.25

ไดจุดใหมเปน (0.97222, 2.16666, 3.25)

รอบที่ 5
x =

4 + y − z
3

=
4 + 2.16666− 3.25

3
= 0.97222

y =
3 + x

2
=

3 + 0.97222

2
= 1.98611

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0.97222 + 2.16666

2
= 3.06944

ไดจุดใหมเปน (0.97222, 1.98611, 3.06944)

รอบที่ 6
x =

4 + y − z
3

=
4 + 1.98611− 3.06944

3
= 0.97222

y =
3 + x

2
=

3 + 0.97222

2
= 1.98611

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0.97222 + 1.98611

2
= 2.97916

ไดจุดใหมเปน (0.97222, 1.98611, 2.97916)
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รอบที่ 7
x =

4 + y − z
3

=
4 + 1.98611− 2.97916

3
= 1.00232

y =
3 + x

2
=

3 + 0.97222

2
= 1.98611

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0.97222 + 1.98611

2
= 2.97916

ไดจุดใหมเปน (1.00232, 1.98611, 2.97916)

รอบที่ 8
x =

4 + y − z
3

=
4 + 1.98611− 2.97916

3
= 1.00232

y =
3 + x

2
=

3 + 1.00232

2
= 2.00116

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.00232 + 1.98611

2
= 2.99422

ไดจุดใหมเปน (1.00232, 2.00116, 2.99422)

ซึ่งพบวาลูเขาสูผลเฉลย (1, 2, 3)

ระเบียบวิธีซ้ำเดิมของเกาส-ไซเดล
รอบที่ 1

x =
4 + y − z

3
=

4 + 0− 0

3
= 1.33333

y =
3 + x

2
=

3 + 1.33333

2
= 2.16667

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.33333 + 2.16667

2
= 3.25

ไดจุดใหมเปน (1.33333, 2.16667, 3.25)

รอบที่ 2
x =

4 + y − z
3

=
4 + 2.16667− 3.25

3
= 0.97222

y =
3 + x

2
=

3 + 0.97222

2
= 1.98611

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0.97222 + 1.98611

2
= 2.97916

ไดจุดใหมเปน (0.97222, 1.98611, 2.97916)
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รอบที่ 3
x =

4 + y − z
3

=
4 + 1.98611− 2.97916

3
= 1.00232

y =
3 + x

2
=

3 + 1.00232

2
= 2.00116

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 1.00232 + 2.00116

2
= 3.00174

ไดจุดใหมเปน (1.00232, 2.00116, 3.00174)

รอบที่ 4
x =

4 + y − z
3

=
4 + 2.00116− 3.00174

3
= 0.99981

y =
3 + x

2
=

3 + 0.99981

2
= 1.99990

z =
3 + x+ y

2
=

3 + 0.99981+ 1.99990

2
= 2.99986

ไดจุดใหมเปน (0.99981, 1.99990, 2.99986)

จะพบวาลูเขาสูผลเฉลย (1, 2, 3) ซึ่งลูเขาเร็วกวาระเบียบวิธีซ้ำเดิมของยาโคบี

3.6 แบบฝกหัดทายบท
1. จงเขียนผลเฉลย (ถามี) จากเมทริกซแตงเติม [A : b] ขั้นสุดทายตอไปนี้

1.1


1 2 0

... −2
0 1 2

... −1
0 0 1

... 2

 1.2


2 1 −3

... 0

0 −1 0
... 2

0 0 0
... 0



1.3


2 2 1

... −3
0 1 2

... 2

0 0 5
... 2

 1.4


0 1 −3

... 1

2 −1 0
... 2

0 0 3
... 0


2. จงเขียนเมทริกซแตงเติมของระบบสมการตอไปนี้และจงดำเนินการเบื้องตนแบบแถวจนกระทั่งได
เมทริกซขั้นบันไดแบบแถวลดรูปแลวจึงเขียนผลเฉลย

2.1
x− y − z = 2

2x− 2y + z = 7

x+ y + 4z = 3
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2.2
x+ 2y + 2z = −3

2x+ y − z = 2

−x+ y + z = 2

3. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ โดยใชวิธีการเลือกตัวยืนบางสวน และวิธีปรับสเกลและเลือก
ตัวยืนบางสวน

3.1
2x− 3y − z = −2

2x+ y − 2z = 6

x+ y − 5z = 4

3.2
2x− y + z = 3

x− 2y + 2z = 2

x+ 2y − z = 1

3.3
3x− y − z = 3

x+ 2y + z = 1

2x− 2y − 2z = 1

3.4
x+ 2y + 2z = −3

2x+ y − z = 2

−x+ y + z = 2

3.5
x− y − z = 2

2x− 2y + z = 7

x+ y + 4z = 3

4. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ โดยใชวิธีตัดออกโดยเลือกตัวยืนที่มีคามากที่สุดในแถว
4.1

x− 2y − z = 1

2x− 2y + z = 5

x+ 3y − z = 1
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4.2
x+ y + 3z = 5

x− 2y + 3z = −1

3x+ y + z = 3

5. จงหาผลเฉลยของระบบสมการตอไปนี้ โดยใชระเบียบวิธีซ้ำเดิมของยาโคบีและระเบียบวิธีซ้ำเดิม
ของเกาส-ไซเดล

5.1
3x− 2y + z = 0

3y + 2z = 1

3x+ y − 2z = 6

5.2
x+ y + 3z = 5

x− 2y + 3z = −1

3x+ y + z = 3

5.3
3x− y + 2z = 3

x+ y + z = 4

x− 2y − z = −2
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