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บทที่ 9 Arithmetic Operations

9.1
The Arithmetic and Logic Unit (ALU)

ALU เป็นส่วนหนึ่งของระบบคอมพิวเตอร์ที่ทำหน้าที่คำนวณและกระทำทางตรรกะข้อมูล หน่วยควบคุม (Control Unit), Register, 

memory , I/O ล้วนเป็นหน่วยหลักที่นำข้อมูลเข้ามาสู่ ALU เพื่อให้ทำการคำนวณหรือกระทำตรรกะต่าง ๆ จากจากนั้น ALU จะให้ผลลัพธ์กลับออกไป







ข้อมูลส่วนใหญ่ที่เข้าสู่หน่วย ALU จะเป็นตัวเลข อาจจะมีตัวอักษรบ้างเพื่อทำการเปรียบเทียบทางตรรกะ แต่ส่วนที่สำคัญที่สุดคือตัวเลข และสิ่งที่เราใช้แทนตัวอักขระต่าง ๆ ในระบบคอมพิวเตอร์ก็คือ เลขฐาน 2 ซึ่งสามารถ represent data ได้เป็น 2 แบบ คือ
1. Fixed Point คือจุดทศนิยมคงที่เลื่อนไม่ได้ ซึ่งจะอยู่ขวาสุด  หรือเรียกอีกอย่างหนึ่งว่า integer

2. Floating Point คือ จุดทศนิยมที่เลื่อนไปมาได้ ใช้แทนทศนิยม หรือเลขที่ใหญ่มาก ๆ หรือเลขที่เล็กมาก ๆ
Fixed Point Representation หรือ Integer Representation


สามารถแทนข้อมูลได้ 3 แบบ คือ
· Sign-Magnitude

· 1’s Complement

· 2’s Complement  ซึ่งเป็นแบบที่นิยมมากที่สุด
1. แบบ Sign-Magnitude

เป็นแบบที่แทนง่ายที่สุด ในปัจจุบันระบบส่วนมากจะเป็นแบบ 32 bit ทำให้สามารถแทนเลขฐาน 2 ลงไปตรง ๆ ได้ โดยใช้บิตแรกเป็น sign bit  โดยถ้าค่าเป็น 0 จะแทนเลขค่าบวก  ถ้าเป็น 1 จะแทนเลขค่าลบ และอีก 31 บิตจะแทนค่าของเลขนั้น ๆ  วิธีแบบนี้จะทำให้เรามี 0 สองค่า คือ 0 และ – 0 ที่ค่าแตกต่างกัน ทำให้วิธีแบบนี้มันเกิดปัญหามากจึงไม่นิยมใช้ (ดูตารางประกอบ)

2. แบบ 1’s Complement

เลขบวกจะแทนเหมือน Sign-Magnitude ส่วนเลขลบจะเกิดจากการเอาเลขบวกมาทำ 1’s complement ซึ่งก็คือการเปลี่ยนบิตมาเป็ฯบิตตรงกันข้ามนั่นเอง เรียกว่าเป็นการ flip bit  บิตซ้ายสุดยังทำหน้าที่เป็น sign bit  อยู่ โดยถ้าค่าเป็น 0 จะแทนเลขค่าบวก  ถ้าเป็น 1 จะแทนเลขค่าลบ จากตารางจะเห็นว่าวิธีแบบนี้ก็ยังทำให้เรามี 0 สองค่าอยู่ดี จึงไม่นิยมใช้
3. แบบ 2’s Complement

การแทนเลขบวกจะเป็นไปในแบบปกติ แต่เลขลบจะเกิดจากการทำ 2’s complement  ซี่งจะมีวิธีการ 2 ขั้นตอน ดังนี้
a. ทำ 1’s complement

b. บวก 1 เข้าไปใน  a

วิธีแบบนี้เราจะได้ 0 เพียงค่าเดียว และมีบิตซ้ายสุดเป็น sign bit ซึ่งจะเป็นวิธีที่เราจะใช้ในการศึกษาการทำงานของ ALU ต่อไป
การเปรียบเทียบการแทนข้อมูล 4 บิต จะได้ 16 รูปแบบ (24)
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การบวก
1. แบบ Sign-Magnitude  เช่น  (+5) + (-2) = (+3)  เมื่อแปลงเป็นเลขฐาน 2 จะได้ว่า
0101  (+5)

             + 1010  (-2)

             = 1111  ซึ่งค่าที่ได้มีค่า (-7)  (
 
จะเห็นว่าวิธีนี้สามารถแทนตัวเลขได้ก็จริงแต่เมื่อทำโอเปอเรชั่นระหว่างค่าที่ต่างกัน (บวกกับลบ) จะทำให้ผลลัพธ์ที่ได้ผิดไป ดังนั้นวิธีนี้จึงไม่นิยมใช้
2. แบบ 1’s Complement  เช่น  (+5) + (-2) = (+3)  เมื่อแปลงเป็นเลขฐาน 2 จะได้ว่า
0101  (+5)

             + 1101  ( -2)

           = 10010  

                                    + 1       

0011  (+3)     (
 
มีบิตที่เกินมาซึ่งต้องนำมาบวกเพิ่มกับผลลัพธ์ (wrap around) จึงจะได้ผลลัพธ์ที่ถูกต้อง
3. แบบ 2’s Complement  เช่น  (+5) + (-2) = (+3)  เมื่อแปลงเป็นเลขฐาน 2 จะได้ว่า
0101  (+5)

             + 1110  ( -2)

           = 10011  (+3)     (

จะมีบิตที่เกินมาหรือ overflow ในทางคณิตศาสตร์บิตที่เกินมาเราสามารถตัดทิ้งได้เนื่องจากนักคณิตศาสตร์พิสูจน์ได้ว่า ถ้ามีตัวเลขอยู่  n bits  คือ  bn-1, bn-2, … , b1, b0      และการหา 2’complement ทางคณิตศาสตร์ ก็คือ   2n - bn-1, bn-2, … , b1, b0  ซึ่งจะเท่ากับการนำไป flip bit แล้วบวกด้วย 1 พอดี

ในทางปฏิบัติถ้ามีเลข x ฐาน r ใด ๆ ต้องการหา r’s complement และเลขเป็นแบบ m position จะหาได้จาก  rm – xr
การลบ
แบบ 2’s Complement  เราสามารถทำได้ด้วยการหาจากการบวกด้วยจำนวนลบ เช่น 6 – 3 =   (+6) + (-3) 

ดังนั้นในการสร้าง Hardware จึงไม่ต้องสร้างวงจรในการลบ สร้างเฉพาะวงจรบวก ถ้าต้องการลบให้เอาตัวลบมาทำ 2’s complement แล้วนำไปบวกกับตัวตั้ง
สังเกตผลการบวกของจำนวนที่มี sign bit เหมือนและแตกต่างกันต่อไปนี้   (-1)+(-2)    และ   (-1)-(-2)


1111
(-1)


1111
(-1)

             + 1110
(-2)

             + 0010
(+2)
              11101
(-3)

              10001
(+1)



และการบวกระหว่าง  (-6)+(-7)  เลขที่มี sign bit เหมือนกันมาบวกกันย่อมต้องได้ sign bit ที่เหมือนเดิม 

1010
(-6) 

             + 1001
(-7)

             

              10011
(-13)   (
              


ในการที่เราจะแทนข้อมูลแบบใดนั้นขึ้นอยู่กับ compiler ซึ่งจะรู้ว่าเครื่องไหนใช้การแทนข้อมูลแบบใด นั่นเป็นเหตุผลหนี่งที่ทำให้ compiler มักจะอิงกับยี่ห้อของเครื่อง เช่นใน mainframe หรือ minicomputer compiler ของ IBM  จะไปใช้กับของ HP หรือ SUN ไม่ได้
Hardware ของการบวกและลบ


การคูณ Unsigned Integer


เราใช้หลักของการบวกนั้นมาแก้ปัญหาการคูณเลข unsigned interger 2 จำนวน โดยมีวิธีดังนี้
1. คูณตัวตั้งด้วยทีละบิตของตัวคูณ ผลลัพธ์ที่ได้แต่ละครั้งของการคูณ เรียกว่า partial products ซึ่ง ผลรวมทั้งหมดของ partial product คือผลลัพธ์ของการคูณ
2. ผลลัพธ์ของแต่ละ partial product หาได้ง่าย ๆ โดยถ้าบิตของตัวคูณเป็น 0 partial product ก็จะเป็น 0 แต่ถ้าบิตของตัวคูณเป็น 1 partial product ก็จะได้เท่ากับตัวตั้งนั้น และแต่ละผลลัพธ์ของ partial product จะต้อง shift ไปเท่ากับตำแหน่งของบิตที่เป็นตัวคูณ
3. ผลลัพธ์ของ n-bit binary 2 จำนวน จะได้ผลลัพธ์ที่มีความยาวเท่ากับ 2n bits

ตัวอย่าง
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จากการคูณในกระดาษ จะเห็นว่าเรามีตัวตั้งคือ Multiplier (M) และมีตัวคูณ Multiplier (Q) และต้องมี register A สำหรับเก็บผลลัพธ์ของการคูณ (เริ่มต้นด้วย 0000) และมี register C สำหรับเก็บตัวทด หรือ carry bit ที่เป็นผลมาจากการบวก (เริ่มต้นด้วย 0)


กระบวนการในการคูณเกิดขึ้นดังนี้  control logic อ่านบิตของตัวคูณ (Multiplier:Q) เข้ามาทีละ 1 บิต บิตแรกคือ Q0  ถ้าเป็น 1  ตัวตั้ง (M) จะถูก add เข้าไปใน register A จากนั้นบิตทั้งหมดของ C, A และ Q register จะถูก shift ไปทางขวา 1 บิต ทำให้ register C เก็บค่าของ An-1  บิตที่ A0 ก็คือบิตที่ Qn-1 และบิต Q0  จะหายไปแต่ถ้าบิตของ Q เป็น 0 จะไม่ต้องทำการ add ทำแค่ shift อย่างเดียว ผลลัพธ์ขนาด 2n bits จะถูกเก็บไว้ที่รีจิสเตอร์ A และ Q 

C
   A
   Q
Multiplicand is 1011



0
0000
1101
Initial Values



0
1011
1101
Add (เนื่องจากบิตขวาสุดของ Q เป็น 1 จึงต้อง Add)



0
0101
1110
Shift



0
0010
1111
Shift (เนื่องจากบิตขวาสุดของ Q เป็น 0 จึงไม่มีการ Add)



0
1101
1111
Add 



0
0110
1111
Shift



1
0001
1111
Add



0
1000
1111
Shift


Hardware ของการคูณ Unsigned Integer










Flowchart ของการคูณ Unsigned Integer















การคูณ 2’s complement

วิธีตามวงจรหรือ Flowchart นี้จะใช้ได้เฉพาะกับการคูณเลขบวกเท่านั้นจะใช้ในการคูณเลขลบไม่ได้ ดังนั้นเราจึงหาวิธีในการคูณเลขได้ทุกประเภท ถ้าเราเอา  (-2) x (+3)  ควรจะต้องได้ผลลัพธ์ –6 แต่ลองพิจารณา

(-2) (   0010 ( 1101+1 ( 1110    

              (+3) (                             x  0011




    00101010   ได้ผลลัพธ์ออกมากลายเป็นบวก ซึ่งผิด
ในกรณีที่คูณเลข sign และ unsign  เราจะใช้ Algorithm ที่เรียกว่า Booth’s Algorithm มาเป็นแบบในการคูณ
Flowchart ของ Booth’s algorithm















วิธีการของ Booth นี้สามารถใช้ได้ทั้ง Signed และ Unsigned Integer พิจารณาตัวอย่าง 7x3

1. 0111 ( (7)   (  Multiplicand (M) ,  0011 ( (3) (   Multiplier (Q)

A
   Q
Q-1

0000
0011
0
Initial , Count = 4

1001
0011
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A – M

1100
1001
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 3

1110
0100
1
Q0Q-1 = 11 ,Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 count =2

0101
0100
1
Q0Q-1 = 01 ,  A ( A + M

0010
1010
0
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 1

0001
0101
0
Q0Q-1 = 00 ,Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 count =0

2. 0111 ( (7)   (  Multiplicand (M) ,  1101 ( (-3) (   Multiplier (Q)

 A
   Q
Q-1

0000
1101
0
Initial , Count = 4

1001
1101
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A – M

1100
1110
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 3

0011
1110
1
Q0Q-1 = 01 ,  A ( A + M

0001
1111
0
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 2

1010
1111
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A – M

1101
0111
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 1

1110
1011
1
Q0Q-1 = 11 ,Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 count =0

3. 1001 ( (-7)   (  Multiplicand (M) ,  0011 ( (3) (   Multiplier (Q)

 A
   Q
Q-1

0000
0011
0
Initial , Count = 4

0111
0011
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A – M

0011
1001
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 3

0001
1100
1
Q0Q-1 = 11 Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น 1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 Count = 2

1010
1100
1
Q0Q-1 = 01 ,  A ( A + M

1101
0110
0
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 1

1110
1011
0
Q0Q-1 = 00 ,Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 count =0

4. 1001 ( (-7)   (  Multiplicand (M) ,  1101 ( (-3) (   Multiplier (Q)

 A
   Q
Q-1

0000
1101
0
Initial , Count = 4

0111
1101
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A – M

0011
1110
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 3


1100
1110
1
Q0Q-1 = 01 ,  A ( A + M

1110
0111
0
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 2

0101
0111
0
Q0Q-1 = 10 ,  A ( A - M

0010
1011
1
Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 , Count = 1

0001
0101
1
Q0Q-1 = 11 ,Shift Right ถ้าบิตซ้ายสุดเป็น  1 ให้เติม 1 ถ้าเป็น 0 ให้เติม 0 count =0

การหาร

การหารเราจะใช้หลักของการลบมาช่วย โดยลองพิจารณา
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          100   (
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นั่นคือเอาตัวหารไปหารตัวตั้งทีละตัว ถ้าหารไม่ได้ใส่ 0 ที่ผลลัพธ์ ถ้าหารได้จะใส่ 1 (ในกรณีเลขฐาน 2) ในการที่จะดูว่าหารได้หรือไม่ได้ ดูจากเราสามารถเอาตัวหารไปลบออกจากตัวตั้งในขณะนั้นได้หรือไม่ ถ้าไม่ได้ให้เติม 0 ที่ผลหารแล้วขยับไปยังบิตถัดไป จนกว่าตัวหารจะลบกับตัวตั้งได้ก็จะได้ผลหาร 1 ตัว ทำอย่างนี้ไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งหารต่อไปไม่ได้อีกแล้ว ก็จะได้ผลลัพธ์และเศษ ของการหาร

คอมพิวเตอร์ก็ใช้หลักการนี้ในการพิจารณาว่าหารได้หรือไม่ได้ จากการนำตัวหารไปลบจากตัวตั้ง ถ้าผลลบติดลบแสดงว่าหารไม่ได้ก็จะบวกกลับเข้าไป (เรียกว่า Restoring Method) จากนั้นก็ทำขั้นตอนอย่างนี้ซ้ำไปจนหมดบิตตัวตั้ง
Flowchart ของการหาร Unsigned binary Integer































จาก flow chart ถ้าผลลบติดลบ จะรู้ว่าหารไม่ได้ ดังนั้นก็จะบวกกลับเช้าไปที่ตัวตั้ง (Restore) ถ้าหารได้ผลลบจะเป็นยวก ก็ชักลงมา และหารต่อไป
ตัวอย่างของ (7) / (3) ( (0111) / (0011)

    A
    Q=0111(ตัวตั้ง)
M=0011(ตัวหาร)

0000
0111

Initial Value 

0000
1110

Shift Left

1101


A ( A – M  ผลลัพธ์ติดลบ
0000
1110

restore  count = 3











0001
1100

Shift Left

1110


A ( A – M  ผลลัพธ์ติดลบ



0001
1100

restore count = 2













0011
1000

Shift Left

0000


A ( A – M  ผลลัพธ์ไม่ติดลบ



0000
1001

Q0 ( 1  count = 1

0001
0010

Shift Left

1110


A ( A – M  ผลลัพธ์ติดลบ



0001
0010

Q0 ( 1  count = 0

Algorithm ของการหารกรณีที่เป็นเลขติดลบ
1. Load ตัวหารเข้าไปในรีจิสเตอร์ M  และตัวตั้งเข้าไปในรีจิสเตอร์ A, Q ตัวตั้งจะต้องแทนด้วย 2n-bits แบบ 2’s complement เช่น  4 บิต 0111 ก็จะเป็น 00000111 และ 1001 ก็จะเป็น 11111001

2. Shift   A และ  Q  ไปทางซ้าย 1 บิต
3. ถ้า A และ M มีเครื่องหมายเหมือนกัน ให้  A ( A – M   ถ้าไม่เหมือนให้   A ( A + M

4. operation ข้างบนจะทำสำเร็จถ้าเครื่องหมายของ A ไม่เปลี่ยนไปจากเดิม
· ถ้า operation  success หรือ  A=0 และ Q=0  จะกำหนด  Q0 ( 1

· ถ้า operation unsuccess และ (A ( 0 OR Q ( 0) จะกำหนด Q0 ( 0 และ restore ค่าของ A กลับมา
5. ทำขั้นตอนที่ 2-4 ซ้ำเท่ากับจำนวนบิตของ Q

6. เศษของการหารจะเก็บอยู่ที่รีจิสเตอร์ A ถ้าเครื่องหมายของตัวหารและตัวตั้งเหมือนกัน ผลหารจะอยู่ที่รีจิสเตอร์ Q แต่ถ้าเครื่องหมายไม่เหมือนกัน ผลลัพธ์ที่ถูกต้องคือ 2’s complement ของ Q

Floating-Point Representation 


 จุดทศนิยมจะเลื่อนไปมาได้ ใช้สำหรับแสดงเลขที่มีค่ามาก ๆ หรือน้อยมาก ๆ เพื่อให้สามารถอ่านได้ง่ายขึ้น
เช่น
725,000,000,000
=
7.25 x 1011




=
725 x 109

=
.725 x 1012


7.25  เรียกว่าเป็น  Mantissa (M) ส่วน 1011   ส่วนที่เป็น 10 เรียกว่า biased  11 เรียกว่า exponent




เขียนให้อยู่ในรูปทั่วไปเป็น  
M x BE

ในหน่วยความจำเราจะเก็บ floating-point ในรูปแบบนี้ แต่เนื่องจากเป็นเลขฐาน 2 เสมออยู่แล้วดังนั้นเราจะไม่แทนค่า B (เพราะรู้อยู่แล้วว่าเป็น 2) ถ้าหน่วยความจำเป็นแบบ 32 บิต จะถูกแบ่งรูปแบบ 32 บิตนั้นออกเป็น 2 ส่วนคือ mantissa (M) และ exponent (E)

ทั้ง M และ E แทนด้วยเลข floating-point แบบใดแบบหนึ่ง (sign-magnitude, 1’s complement, 2’s complement)




            Sign
E

M


เหตุที่เราต้องเอา E ไว้ข้างหน้าเนื่องจากในโปรแกรมที่มี  A, B  ทำงานอยู่ ขณะใดขณะหนึ่งอาจต้องการเปรียบเทียบค่า A กับ โดยการเอา B ไปลบออกจาก A  (A-B)  ถ้าผลลบเป็นบวก แสดงว่า A มากกว่า B ถ้าผลเป็นลบแสดงว่า B มากกว่า A เช่น เปรียบเทียบ



8 9 3 5 2 1 2 5 0




8 9 3 1 2 1 9 5 0


เปรียบเทียบทีละคู่จากซ้ายไปขวาจนเจอคู่ที่มีค่าต่างกัน ทำให้สามารถบอกได้ว่าค่าไหนมากกว่ากัน จึงเป็นสาเหตุทีเราต้องเอา exponent ไว้ข้างหน้า เมื่อมีการเปรียบเทียบจะทำให้เราทราบได้เร็วว่าค่าไหนจะมากกว่ากัน
จากรูปแบบเรามีการกำหนด fix-point ไว้ตรงเส้นแบ่งระหว่าง M และ E ดังนั้น M จะเป็นค่าทศนิยมเสมอ เช่น สมมติว่า bit pattern 1 word = 9 bits









ค่าที่ได้  =    .11 x 2101





            =   . (1/2 + 1/4) x 25



fix-point      
            =    .75 x 25
แต่ถ้า exponent เป็น ลบ จะแทนอย่างไร?

พิจารณาจาก format ถ้า exponent มี e bits ดังนั้นจะมี 2e patterns สมมติว่ามี 3 bits  ดังนั้นจะมี 23 = 8 patterns

0  000
-4

1  001
-3


จะเห็นว่าทุก ๆ จำนวนจะเกินจำนวนมีค่าเกิน 4 อยู่ทุกค่า ถ้าเราเอา
2  010
-2


แต่ละค่าลบด้วย 4 ทุกจำนวนจะได้ค่าดังตัวเลขแถวขวาสุด การแทนใน
3  011
-1


ลักษณะนี้เรียกว่า Bias System  ซึ่ง bias หมายถึงเกินไป ดังนั้น bias ด้วย 4

4  100
 0


คือเกินไป 4 ต้องลบด้วย 4 จึงจะถูกต้อง
5  101
 1


ถ้ามี 3 บิต จะ bias ด้วย 4 (22)

6  110
 2


ถ้ามี e บิต จะ bias ด้วย 2e-1
7  111
 3


เลขลบในคอมพิวเตอร์จะแทน exponent ด้วย bias system ไม่ใช่แบบ




2’s complement เพราะเราต้องการการเปรียบเทียบที่รู้ผลได้ทันที
ตัวอย่าง เช่น      1  00111   01100
เป็น bias system  sign bit เป็น 1 คือเป็นค่าลบ มีค่าเท่ากับ


=    - 0.011 x 27-16



=    - (2-2 + 2-3) x 2-9



=    -(0.25+0.125) x 2-9



=    - 0.375 x 2-9     =  - 0.011 x 2-9    
1  00111  0110

              =  - 0.11 x 2-10 
1  01110  1100


ถ้าเลื่อน M ไปทางขวา คือลด M (หารด้วย 2) ก็ต้องเพิ่ม  E (คูณด้วย 2)  ดังนั้นเราอาจเขียนให้อยู่ในรูปของ 
- 0.00110  x  2-8 
1  01000  00110


จะเห็นว่าเราสามารถเขียนได้หลายแบบ จึงน่าจะมีปัญหาในการเปรียบเทียบในกรณีที่คนละรูปแบบกันนั้นจะทำการเปรียบเทียบกันไม่ได้ จึงต้องทำให้อยู่ในรูปแบบเดียวกันคือการทำ Normalization ดังนั้น เลข floating-point แทนเป็น  pattern เดียวกันหมด เวลาเปรียบเทียบก็จะสามารถทำได้ง่าย

การทำ Normalization โดยการนำเลขที่มีนัยสำคัญอยู่ซ้ายสุด ก็คือ bit ที่อยู่ซ้ายสุดของ mantissa ต้องเป็น 1  จากตัวอย่างค่าที่ Normalization คือ    - 0.1100 x 2-10   เวลาที่เครื่องแทนค่า floating-point จะ shift ให้บิตซ้ายสุดของ mantissa เป็น 1 แล้วปรับ exponent ดังนั้นสุดท้ายเราจะได้รูปแบบเดียวเท่านั้น


สมมติว่าเรามีการแทนค่าของเลขใน pc ขนาด 16 บิต      S      E        M








   1       7         8


เมื่อพิจารณาที่เส้นจำนวนจริง เพื่อดูว่าจะแทนค่าในช่วงไหนได้บ้าง
	-(
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(

	
	-(1-2-8) x 2-63
	(
	-0.5 x 2-64
	     (        0
	     (
	0.5 x 2-64
	(
	1-2-8 x 2-63
	


จุด (  ค่าบวกที่มากที่สุดที่แทนได้
=  +.11111111 x 21111111 - 64
     (  ค่าลบที่น้อยที่สุดที่แทนได้

=  -.11111111 x 21111111 - 64
     (  ค่าบวกที่ถัดจาก 0 ที่แทนได้
=  +.10000000 x 20000000 - 64
     
       (  ค่าลบที่ถัดจาก 0 ที่แทนได้
=  -.10000000 x 20000000 - 64
Floating-Point Arithmetic


Operation ที่ใช้คือ การ บวก ลบ คูณ หาร ดังนั้น ถ้าเรามี  floating-point 2 ค่า คือ  x, y เขียนได้ในรูป



X = xm ( 2xe



y = ym ( 2ye
        x ( y  = xm ( 2xe (  ym ( 2ye   = (xm ( 2xe-ye  (  ym )  2ye    ;  xe (  ye

จะทำ x+y ต้องทำดัชนีให้เหมือนกันก่อน  ดังนั้นเราจะปรับตัวไหนดี จากน้อยไปมาก หรือ มากไปน้อย
ตัวอย่างเช่น  2 x 103  +  5 x 10-30   ถ้าเอา  5 x 10-30   เป็นหลักก็ต้องทำให้  2 x 103  เป็นตัวเลข __ x10-30  ซึ่งจะถูก shift จนเป็น 
200…00 x 10-30  แต่จำนวนบิตที่แทนได้มีเนื้อที่จำกัด ดังนั้นเลข 2 จะแทนไม่ได้ (ตกขอบหรือ overflow) ทำให้ค่ากลายเป็น 0


ถ้าเอา  2 x 103  เป็นหลัก ในทำนองเดียวกันก็มีโอกาสที่จะ shift   5 x 10-30  จนแทนค่าไม่ได้และกลายเป็น 0 แต่ค่าจะผิดไปไม่มากเท่ากับวิธีแรก

สำหรับการคูณและการหารจะง่ายกว่า การบวกและลบ ในกรณีของ Floating-Point เพราะการคูณหรือหารไม่ต้องปรับ exponent สามารถคูณ, หาร ได้ทันที จะได้ว่า
x * y  =  (xm* ym)  2xe + ye 

x / y  =  (xm/ ym)  2xe - ye 

และนำผลลัพธ์ทีได้มา normalized อีกครั้งหนึ่ง
การปัดเศษ (Precision Consideration)


เมื่อพิจารณาความละเอียดในการปัดเศษ เนื่องจากเวลาเราทำ operation ต่าง ๆ กับเลขทศนิยม ต้องมีการปัดเศษเกิดขื้น เช่น exponent 24 bits คูณกัน 2 ตัว จะได้ maximum 48 บิต แต่เมื่อนำไปเก็บที่หน่วยความจำอาจเก็บได้แค่ 24 บิตเท่านั้น  จึงต้องมีการปัดเศษ ซึ่งจะทำให้ค่าผิดไปเล็กน้อย แต่ถ้ามีการวนลูปการทำงานหลาย ๆ รอบ ค่าก็อาจจะผิดไปมากขึ้น ดังนั้นจึงต้องมีวิธีการปัดเศษที่ดี

เช่น

1.00000000   x  23


              - 0.11111111   x  20
  จะเห็นว่าลบกันไม่ได้เพราะ exponent ต่างกัน ถ้าเรายึดตัวมากเป็นหลักต้องปรับตัวน้อยให้เป็น

0.00011111111 x  23      ซึ่งทำให้ความถูกต้องลดน้อยลงเพราะเกิดการล้นออกมาก 

ในคอมพิวเตอร์ทุก ๆ เครื่องหน่วยความจำจะกำหนด mantissa 23 บิต ไม่มีส่วนเพิ่มเติม ดังนั้นเวลา move ข้อมูลเหล่านี้เข้ามาใน CPU ซึ่งจะพักไว้ที register ที่มีขนาดเท่ากับในหน่วยความจำคือ 23 บิต แต่เวลาเข้ามาในวงจรจะมีที่พักข้อมูลอยู่ที่หนึ่ง ซึ่งจะมี extra bit ให้จำนวนหนึ่งแล้วทำการตัดต่อ exponent, mantissa ทำการเลื่อนจุด  บิตพวกนี้เรียกว่า buffer หรือ internal register ซึ่ง programmer อ้างอิงไม่ได้

บิตที่เกินมาเรียกว่า Guard bits  ถ้าไม่ใช่เลขฐาน 2 จะเรียกว่า guard digit ในการทำ Rounding นั้นใช้เพียง 2-3  บิต เท่านั้น

ในการคำนวณเมื่อได้ผลลัพธ์แล้ว ตอนทำ normalization จะมีการเลื่อนบิตจนได้ค่า mantissa ที่ normalized แล้ว  ได้ exponent ได้ sign และมีส่วนต่อท้ายที่เป็น guard bits




       



         (

ทำการตัด guard bits ทิ้งไป เอาส่วนที่เหลือไปเก็บไว้ใน register ที่ reference ได้ 

วิธีการกำจัด Guard bits เรียกว่า Rounding  ซึ่ง IEEE กำหนดวิธี rounding ไว้ 3 แบบ คือ

1. Round to Nearest

ถ้าค่าเกิน 0.5 ปัดขึ้น น้อยกว่า 0.5 ปัดทิ้ง แต่ถ้าเป็น 0.5 ?   ถ้าปัดขึ้นจะทำให้เลขผิดไปทางบวกมากกว่าปกติ ถ้าปัดทิ้งเลขก็จะผิดไปทางลบมากกว่าปกติ ซึ่งตามทฤษฎีแล้วเลขนี้จะไม่ปกติ จะเรียกว่ามันมี biased ถ้าเราจะทำให้ biased มันเป็น 0 ก็คือ Random 0.5 ปัดขึ้นบ้าง ปัดลงบ้าง  แต่วิธีนี้ก็ไม่ดีนักเพราะถ้าเรารันโปรแกรม 2 ครั้งก็อาจทำให้ได้ผลลัพธ์ไม่เท่ากัน



วิธีที่ IEEE ใช้คือ การดูบิตก่อนหน้านั้น  1 บิต ถ้าบิตก่อนหน้านั้นเป็น 1 ให้ปัดขึ้น แต่ถ้าบิตก่อนหน้านั้นเป็น 0 ให้ปัดทิ้ง เรียกว่า Force to even ซึ่ง biased จะไม่เป็น 0 (ขึ้นอยู่กับบิตสุดท้ายว่าเป็น 1 หรือ 0)


2. Round toward ( (
วิธีนี้จะเก็บผลลัพธ์ไว้ 2 แบบ คือ แบบปัดขึ้นตลอดทั้งโปรแกรม กับแบบปัดทิ้งตลอดทั้งโปรแกรม ผลลัพธ์จะอยู่ระหว่าง 2 ค่านี้ ซึ่งไม่รู้ว่าค่าไหน เรียกว่า Interval Arithmetic ซึ่งจริง ๆ ไม่มีเครื่องไหนทำ แต่ก็มีข้อดีตรงที่ว่าถ้าช่วงแคบแสดงว่าการคำนวณแม่นยำ

3. Round toward 0

เรียกว่า Truncation คือปัดเศษทิ้งตลอด ซึ่งไม่มีเครื่องไหนทำกัน
…………………………………………The End……………………..…………………..
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